
����ĂůĐƵůƵƐ�ZĞƉƌĞƐĞŶƚŝŶŐ�&ƵŶĐƚŝŽŶƐ�ĂƐ WŽǁĞƌ ^ĞƌŝĞƐ EŽƚĞƐŚĞĞƚ EĂŵĞ͗�ͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺ

/Ŷ�ƚŚŝƐ�ƐĞĐƚŝŽŶ͕�ǁĞ�ǁŝůů�ůĞĂƌŶ�ŚŽǁ�ƚŽ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚ�ĐĞƌƚĂŝŶ�ƚǇƉĞƐ�ŽĨ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ĂƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ďǇ�
ŵŽĚŝĨǇŝŶŐ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�Žƌ�ďǇ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ĂŶĚ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚŝŶŐ�ƚŚĞƐĞ�ƚǇƉĞƐ�ŽĨ�ƐĞƌŝĞƐ͘�dŚŝƐ�ŝƐ�Ă�ƵƐĞĨƵů�ƐƚƌĂƚĞŐǇ�ĨŽƌ�
ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ƚŚĂƚ�ĚŽ�ŶŽƚ�ŚĂǀĞ�ĞĂƐǇ�ĂŶƚŝĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞƐ͕�ĨŽƌ�ƐŽůǀŝŶŐ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂů�ĞƋƵĂƚŝŽŶƐ͕�ĂŶĚ�ĨŽƌ�
ĂƉƉƌŽǆŝŵĂƚŝŶŐ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ƵƐŝŶŐ�ƉŽůǇŶŽŵŝĂůƐ͘�^ĐŝĞŶƚŝƐƚƐ�ĚŽ�ƚŚŝƐ�ƚŽ�ƐŝŵƉůŝĨǇ�ƚŚĞ�ĞǆƉƌĞƐƐŝŽŶƐ�ƚŚĞǇ�ĚĞĂů�ǁŝƚŚ͖�
ĐŽŵƉƵƚĞƌ�ƐĐŝĞŶƚŝƐƚƐ�ĚŽ�ƚŚŝƐ�ƚŽ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ�ŽŶ�ĐĂůĐƵůĂƚŽƌƐ�ĂŶĚ�ĐŽŵƉƵƚĞƌƐ͘�dŽ�ŚĞůƉ�ƵƐ�ŐĞƚ�ƐƚĂƌƚĞĚ͕�ƌĞĐĂůů�
ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ŝŶĨŽƌŵĂƚŝŽŶ�ĂďŽƵƚ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ͗

'ĞŽŵĞƚƌŝĐ�^ĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ�;'^dͿ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�^Ƶŵ�ŽĨ�Ă�'ĞŽŵĞƚƌŝĐ�^ĞƌŝĞƐ

� ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ

ܽ ή ݎ
ஶ

ୀ

�� ܽ ή ିଵǡݎ ܽ ് Ͳ

ஶ

ୀଵ

dŚĞ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ŝĨ�ȁݎȁ  ͳ͘

/Ĩ�ȁݎȁ ൏ ͳ͕�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ܵ ൌ భ

ଵି
͘

tŚĞƌĞ�ܽଵ ŝƐ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ƚĞƌŵ͕�ƌĞŐĂƌĚůĞƐƐ�ŽĨ�ǁŚĞƌĞ�݊ ƐƚĂƌƚƐ͕�ĂŶĚݎ� ŝƐ�ƚŚĞ�ĐŽŵŵŽŶ�ƌĂƚŝŽ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϭ /Ĩ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ƚĞƌŵ�ŽĨ�Ă�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�Ϯ ĂŶĚݎ� ൌ ଵ

ଷ
͕�ǁƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ͕�

ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ͕�ĂŶĚ�ĨŝŶĚ�ŝƚƐ�ƐƵŵ͘

�ǆĂŵƉůĞ�Ϯ �ǆƉƌĞƐƐ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ଵି௫
ĂƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĂŶĚ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ͘

/ŶĐůƵĚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ŶŽŶǌĞƌŽ�ƚĞƌŵƐ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϯ �ǆƉƌĞƐƐ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ሺݔሻ ൌ ௫

ଵା௫మ
ĂƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĂŶĚ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ�

ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ͘�



�ǆĂŵƉůĞ�ϰ &ŝŶĚ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�݂ሺݔሻ ൌ ௫య

ଵାଶ௫
͘�/ŶĐůƵĚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ŶŽŶǌĞƌŽ�ƚĞƌŵƐ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�

ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϱ &ŝŶĚ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ଶା௫
͘�/ŶĐůƵĚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ŶŽŶǌĞƌŽ�ƚĞƌŵƐ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�

ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ͘

^ŽŵĞƚŝŵĞƐ�ǁĞ�ĐĂŶŶŽƚ�ĐĞŶƚĞƌ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�Ăƚݔ� ൌ Ͳ͘�/Ŷ�ƚŚŝƐ�ĐĂƐĞ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ƚƌǇ�ƚŽ�ƌĞǁƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ǁŝƚŚ�Ă�ŶĞǁ�
ĐĞŶƚĞƌ�ƐŚŽǁŝŶŐ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϲ�&ŝŶĚ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

௫
͘�/ŶĐůƵĚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ƚĞƌŵƐ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ͘

�ŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚŝŽŶ�ĂŶĚ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ�ŽĨ�WŽǁĞƌ�^ĞƌŝĞƐ

dŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�Ă�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ሺݔሻ ൌ σ ܽሺݔ െ ܿሻஶ
ୀ ǁŚŽƐĞ�ĚŽŵĂŝŶ�ŝƐ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ŽĨ�

ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ͘�tĞ�ǁŽƵůĚ�ůŝŬĞ�ƚŽ�ďĞ�ĂďůĞ�ƚŽ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚĞ�ĂŶĚ�ŝŶƚĞŐƌĂƚĞ�ƐƵĐŚ�ĨƵŶĐƚŝŽŶƐ͕�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƚŚĞŽƌĞŵ�
ƐĂǇƐ�ƚŚĂƚ�ǁĞ�ĐĂŶ�ĚŽ�ƐŽ�ďǇ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚŝŶŐ�Žƌ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŶŐ�ĞĂĐŚ�ŝŶĚŝǀŝĚƵĂů�ƚĞƌŵ�ŝŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ͕�ũƵƐƚ�ĂƐ�ǁĞ�ǁŽƵůĚ�ĨŽƌ�Ă�
ƉŽůǇŶŽŵŝĂů͘�dŚŝƐ�ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�ƚĞƌŵͲďǇͲƚĞƌŵ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚŝŽŶ�ĂŶĚ�ŝŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ͘

dĞƌŵͲďǇͲdĞƌŵ��ŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂƚŝŽŶ�ĂŶĚ�/ŶƚĞŐƌĂƚŝŽŶ

/Ĩ�ƚŚĞ�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�σܽሺݔ െ ܿሻ ŚĂƐ�ƌĂĚŝƵƐ�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ܴ  Ͳ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�݂ ĚĞĨŝŶĞĚ�ďǇ

݂ሺݔሻ ൌ ܽ  ܽଵሺݔ െ ܿሻ  ܽଶሺݔ െ ܿሻଶ  ڮ ൌ ܽሺݔ െ ܿሻ
ஶ

ୀ

/Ɛ�ĚŝĨĨĞƌĞŶƚŝĂďůĞ�;ĂŶĚ��ƚŚĞƌĞĨŽƌĞ�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐͿ�ŽŶ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ሺܿ െ ܴǡ ܿ  ܴሻ͘�dŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ͗

݂ᇱሺݔሻ ൌ ܽଵ  ʹܽଶሺݔ െ ܿሻ  ͵ܽଷሺݔ െ ܿሻଶ  ڮ ൌ ݊ܽሺݔ െ ܿሻିଵ
ஶ

ୀ

�ŶĚ�ƚŚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ŝƐ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ

න݂ሺݔሻ݀ݔ ൌܥ  ܽሺݔ െ ܿሻ 
ܽଵሺݔ െ ܿሻଶ

ʹ

ܽଶሺݔ െ ܿሻଷ

͵
ڮ ൌ ܥ 

ܽሺݔ െ ܿሻାଵ

݊  ͳ

ஶ

ୀ

EŽƚĞ͗�dŚĞ�ƌĂĚŝŝ�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ĨŽƌ�ƚŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ĂŶĚ�ŝŶƚĞŐƌĂů�ĂƌĞ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ĂƐ�݂ሺݔሻ͕�ďƵƚ�
ƚŚĞ�ŝŶƚĞƌǀĂů�ŽĨ�ĐŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞ�ŵĂǇ�ŶŽƚ�ďĞ�ƚŚĞ�ƐĂŵĞ�ďĞĐĂƵƐĞ�ƚŚĞ�ĞŶĚƉŽŝŶƚƐ�ŵĂǇ�Žƌ�ŵĂǇ�ŶŽƚ�ďĞ�ŝŶĐůƵĚĞĚ͘



�ǆĂŵƉůĞ�ϳ &ŝŶĚ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�݂ሺݔሻ ൌ ଵ

ሺଵି௫ሻమ
ĐĞŶƚĞƌĞĚ�Ăƚݔ� ൌ Ͳ ƵƐŝŶŐ�ƚŚĞ�ĨĂĐƚ�ƚŚĂƚ�

ݔሻ݀ݔሺ݂ ൌ
ଵ

ଵି௫
 ͘ܥ

�ǆĂŵƉůĞ�ϴ &ŝŶĚ�Ă�ƉŽǁĞƌ�ƐĞƌŝĞƐ�ƌĞƉƌĞƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�ĨŽƌ�݂ሺݔሻ ൌ ��ሺͳ െ ሻݔ ĐĞŶƚĞƌĞĚ�Ăƚݔ� ൌ Ͳ ŐŝǀĞŶ�ƚŚĂƚ�

݂ᇱሺݔሻ ൌ െ
ͳ

ͳ െ ݔ

�ǆĂŵƉůĞ�ϵ >Ğƚ�݂ ďĞ�ƚŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŐŝǀĞŶ�ďǇ�݂ሺݔሻ ൌ ଶ௫

ଵା௫మ

ĂͿ tƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ĨŽƵƌ�ŶŽŶǌĞƌŽ�ƚĞƌŵƐ�ĂŶĚ�ƚŚĞ�ŐĞŶĞƌĂů�ƚĞƌŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĨŽƌ�݂ ĂďŽƵƚݔ� ൌ Ͳ͘

ďͿ �ŽĞƐ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĨŽƵŶĚ�ŝŶ�ƉĂƌƚ�ĂͿ͕�ǁŚĞŶ�ĞǀĂůƵĂƚĞĚ�Ăƚݔ� ൌ ͳ͕�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�ƚŽ�݂ሺͳሻ͍��ǆƉůĂŝŶ�ǁŚǇ�Žƌ�ǁŚǇ�ŶŽƚ͘

ĐͿ dŚĞ�ĚĞƌŝǀĂƚŝǀĞ�ŽĨ���ሺͳ  ଶሻݔ ŝƐ� ଶ௫

ଵା௫మ
͘�tƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϰ�ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĨŽƌ���ሺͳ  ଶሻݔ ĂďŽƵƚݔ� ൌ Ͳ͘

ĚͿ hƐĞ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĨŽƵŶĚ�ŝŶ�ƉĂƌƚ�ĐͿ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�Ă�ƌĂƚŝŽŶĂů�ŶƵŵďĞƌ���ǁŚĞƌĞ�ቚܣ െ �� ቀ
ହ

ସ
ቁቚ ൏

ଵ

ଵ
͘�:ƵƐƚŝĨǇ�ǇŽƵƌ�ĂŶƐǁĞƌ͘


