
����ĂůĐƵůƵƐ�^ĞƌŝĞƐ �ŽŶǀĞƌŐĞŶĐĞͬ�ŝǀĞƌŐĞŶĐĞ � EŽƚĞƐŚĞĞƚ EĂŵĞ͗�ͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺͺ

��ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ�ŝŶ�Ă�ƐĞƋƵĞŶĐĞ͘�&ŝŶŝƚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞƐ�ĂŶĚ�ƐĞƌŝĞƐ�ŚĂǀĞ�ĚĞĨŝŶĞĚ�ĨŝƌƐƚ�ĂŶĚ�ůĂƐƚ�ƚĞƌŵƐ͕�
ǁŚĞƌĞĂƐ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞƐ�ĂŶĚ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶƚŝŶƵĞ�ŝŶĚĞĨŝŶŝƚĞůǇ͘�/ŶĨŽƌŵĂůůǇ͕�Ă�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ƚŚĞ�ƌĞƐƵůƚ�ŽĨ�ĂĚĚŝŶŐ�ĂŶǇ�
ŶƵŵďĞƌ�ŽĨ�ƚĞƌŵƐ�ĨƌŽŵ�Ă�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ƚŽŐĞƚŚĞƌ͗�ܽଵ  ܽଶ  ܽଷ ͘ڮ���ƐĞƌŝĞƐ�ĐĂŶ�ďĞ�ǁƌŝƚƚĞŶ�ŵŽƌĞ�ƐƵĐĐŝŶĐƚůǇ�ďǇ�ƵƐŝŶŐ�
ƚŚĞ�ƐƵŵŵĂƚŝŽŶ�ƐǇŵďŽů͘�

&Žƌ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƌŝĞƐ͕�ǁĞ�ĐĂŶ�ůŽŽŬ�Ăƚ�ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ͕�ƚŚĂƚ�ŝƐ͕�ůŽŽŬŝŶŐ�ƚŽ�ƐĞĞ�ǁŚĂƚ�ƚŚĞ�ƐƵŵƐ�ĂƌĞ�ĚŽŝŶŐ�ĂƐ�
ǁĞ�ĂĚĚ�ĂĚĚŝƚŝŽŶĂů�ƚĞƌŵƐ͘�/Ŷ�ŐĞŶĞƌĂů͕�ƚŚĞ�ŶƚŚ ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵ�ŽĨ�Ă�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĚĞŶŽƚĞĚ�ܵ͘�dŚŝƐ�ĐĂŶ�ďĞ�ĞǆƉůŽƌĞĚ�ŽŶ�Ă�
ĐĂůĐƵůĂƚŽƌ�ďǇ�ĂĚĚŝŶŐ�ƐĞƋƵĞŶƚŝĂů�ƚĞƌŵƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ĂŐŐƌĞŐĂƚĞ�ƐƵŵ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϭ &Žƌ�ďŽƚŚ�ܽ ൌ
ଵ


ĂŶĚ�ܾ ൌ

ଵ

మ
͕�ŐĞŶĞƌĂƚĞƐ�ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ�ܵଵǡ ܵଶǡ ܵଷǡǥ ǡ ͕ܵ�ĨŽƌ�ĞĂĐŚ͕�ƚŚĞŶ�

ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ�ŝĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘�tŚĞƌĞ�ĞůƐĞ�ŚĂǀĞ�ǁĞ�ƐĞĞŶ�ƐŽŵĞƚŚŝŶŐ�ůŝŬĞ�ƚŚŝƐ�ďĞĨŽƌĞ͍

�ǆĂŵƉůĞ�Ϯ�'ŝǀĞŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ


͵

ʹ
ൌ
͵

ʹ

͵

Ͷ

͵

ͺ


͵

ͳ


͵

͵ʹ


͵

Ͷ


͵

ͳʹͺ


͵

ʹͷ
ڮ ǡ

ஶ

ୀଵ

&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϭϬ�ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ͕�ĂŶĚ�ůŝƐƚ�ƚŚĞŵ�ďĞůŽǁ͕�ܵଵǡ ܵଶǡ ܵଷǡǥ ǡ ܵଵ͘��ĂƐĞĚ�ŽŶ�ƚŚŝƐ�
ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ͕�ĚŽ�ǇŽƵ�ƚŚŝŶŬ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͍�dŽ�ǁŚĂƚ͍�;,ŝŶƚ͗�ĨŝƌƐƚ�ƌĞǁƌŝƚĞ�ƚŚĞ�ƌƵůĞ�ŽĨ�
ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ƐŽ�ƚŚĂƚ�ŝƚ�ůŽŽŬƐ�ůŝŬĞ�ĂŶ�ĞǆƉŽŶĞŶƚŝĂů�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŽĨ�ŶͿ

�ǆĂŵƉůĞ�ϯ�'ŝǀĞŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ

൬
͵

ʹ
൰


ൌ
͵

ʹ

ͻ

Ͷ

ʹ

ͺ

ͺͳ

ͳ

ʹͶ͵

͵ʹ
ڮ ǡ

ஶ

ୀଵ

&ŝŶĚ�ƚŚĞ�ĨŝƌƐƚ�ϱ ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ͕�ĂŶĚ�ůŝƐƚ�ƚŚĞŵ�ďĞůŽǁ͕�ܵଵǡ ܵଶǡ ܵଷǡǥ ǡ ܵହ͘��ĂƐĞĚ�ŽŶ�ƚŚŝƐ�
ƐĞƋƵĞŶĐĞ�ŽĨ�ƉĂƌƚŝĂů�ƐƵŵƐ͕�ĚŽ�ǇŽƵ�ƚŚŝŶŬ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͍�dŽ�ǁŚĂƚ͍



tĞ�ĂƌĞ�ŶŽǁ�ŐŽŝŶŐ�ƚŽ�ůŽŽŬ�Ăƚ�ƐĞǀĞƌĂů�ĨĂŵŝůŝĞƐ�ŽĨ�ŝŶĨŝŶŝƚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĂŶĚ�ƐĞǀĞƌĂů�ƚĞƐƚƐ�ƚŚĂƚ�ǁŝůů�ŚĞůƉ�ƵƐ�ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ�
ǁŚĞƚŚĞƌ�ƚŚĞǇ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘�&Žƌ�ƐŽŵĞ�ƚŚĂƚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ͕�ǁĞ�ŵŝŐŚƚ�ďĞ�ĂďůĞ�ƚŽ�ŐŝǀĞ�ƚŚĞ�ĂĐƚƵĂů�ƐƵŵ͕�Žƌ�ĂŶ�
ŝŶƚĞƌǀĂů�ŝŶ�ǁŚŝĐŚ�ǁĞ�ŬŶŽǁ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ǁŝůů�ďĞ͘�&Žƌ�ŽƚŚĞƌƐ͕�ƐŝŵƉůǇ�ŬŶŽǁŝŶŐ ƚŚĂƚ�ƚŚĞǇ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�ǁŝůů�ŚĂǀĞ�ƚŽ�ƐƵĨĨŝĐĞ͘

'ĞŽŵĞƚƌŝĐ�^ĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ�;'^dͿ

��ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ŝŶ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ

ܽ ή ݎ
ஶ

ୀ

�� ܽ ή ିଵǡݎ ܽ ് Ͳ

ஶ

ୀଵ

dŚĞ�ŐĞŽŵĞƚƌŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ�ŝĨ�ȁݎȁ  ͳ͘

/Ĩ�ȁݎȁ ൏ ͳ͕�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ܵ ൌ భ

ଵି
͘

tŚĞƌĞ�ܽଵ ŝƐ�ƚŚĞ ĨŝƌƐƚ�ƚĞƌŵ͕�ƌĞŐĂƌĚůĞƐƐ�ŽĨ�ǁŚĞƌĞ�݊ ƐƚĂƌƚƐ͕�ĂŶĚݎ� ŝƐ�ƚŚĞ�ĐŽŵŵŽŶ�ƌĂƚŝŽ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϰ hƐŝŶŐ�ƚŚĞ�'^d͕�ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ�ǁŚĞƚŚĞƌ�ĞĂĐŚ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘�/Ĩ�ŝƚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͕�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ƐƵŵ͘
ĂͿ


͵

ʹ

ஶ

ୀଵ

ďͿ
൬

͵

ʹ
൰
ஶ

ୀଵ

ĐͿ
͵൬െ

ͳ

ʹ
൰
ஶ

ୀଶ

ŶƚŚ�dĞƌŵ�dĞƐƚ�ĨŽƌ��ŝǀĞƌŐĞŶĐĞ

/Ĩ� ���
՜ஶ

ܽ ് Ͳ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�σ ܽ
ஶ
ୀଵ ĚŝǀĞƌŐĞƐ͘

EŽƚĞ͗�dŚŝƐ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ƐĂǇ�ƚŚĂƚ�ŝĨ� ���
՜ஶ

ܽ ൌ Ͳ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ͘�dŚŝƐ�ƚĞƐƚ�ĐĂŶ�ŽŶůǇ�ďĞ�ƵƐĞĚ�ƚŽ�ƉƌŽǀĞ�ƚŚĂƚ�Ă�

ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞƐ͕�ŚĞŶĐĞ�ƚŚĞ�ŶĂŵĞ͘�/Ĩ� ���
՜ஶ

ܽ ് Ͳ͕�ƚŚĞŶ�ƚŚŝƐ�ƚĞƐƚ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ƚĞůů�ƵƐ�ĂŶǇƚŚŝŶŐ͕�ŝƐ�ŝŶĐŽŶĐůƵƐŝǀĞ͕�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�

ǁŽƌŬ͕�ĨĂŝůƐ͕�ĞƚĐ͘�tĞ�ŵƵƐƚ�ƵƐĞ�ĂŶŽƚŚĞƌ�ƚĞƐƚ͘�dŚŝƐ�ƚĞƐƚ�ĐĂŶ�ďĞ�Ă�ŐƌĞĂƚ�ƚŝŵĞͲƐĂǀĞƌ͘��ůǁĂǇƐ�ƉĞƌĨŽƌŵ�ŝƚ�ĨŝƌƐƚ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϱ hƐĞ�ƚŚĞ�ŶƚŚ�ƚĞƌŵ�ƚĞƐƚ�ƚŽ�ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ�ǁŚĞƚŚĞƌ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘

ĂͿ


ʹ݊  ͵

͵݊ െ ͷ

ஶ

ୀଵ

ďͿ


݊Ǩ

ʹ݊Ǩ  ͳ

ஶ

ୀଵ



ĐͿ


͵ െ ʹ

͵

ஶ

ୀଵ

ĚͿ


ͳ

ሺͳǤͳሻ

ஶ

ୀଶ

dĞůĞƐĐŽƉŝŶŐ�^ĞƌŝĞƐ

��ƐĞƌŝĞƐ�ƐƵĐŚ�ĂƐ�ቀͳ െ ଵ

ଶ
ቁ  ቀ

ଵ

ଶ
െ

ଵ

ଷ
ቁ  ቀ

ଵ

ଷ
െ

ଵ

ସ
ቁ  ڮ ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�Ă�ƚĞůĞƐĐŽƉŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ďĞĐĂƵƐĞ�ŝƚ�ĐŽůůĂƉƐĞƐ�ƚŽ�ŽŶĞ�ƚĞƌŵ�

Žƌ�ũƵƐƚ�Ă�ĨĞǁ�ƚĞƌŵƐ͘�/Ĩ�Ă�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽůůĂƉƐĞƐ�ƚŽ�Ă�ĨŝŶŝƚĞ�ƐƵŵ͕�ƚŚĞŶ�ŝƚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ďǇ�ƚŚĞ�dĞůĞƐĐŽƉŝŶŐ�^ĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ͘ tƌŝƚĞ�
ŽƵƚ�ƚĞƌŵƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ƵŶƚŝů�ďŽƚŚ�ƚŚĞ�ƐƚĂƌƚ�ĂŶĚ�ĞŶĚŝŶŐ�ƚĞƌŵƐ�ĐĂŶĐĞů�ŽƵƚ͘�dŚĞŶ�ĂĚĚ�ƚŚĞ�ƚĞƌŵƐ�ƚŚĂƚ�ĚŽ�ŶŽƚ�ĐĂŶĐĞů�
ŽƵƚ�ƚŽ�ĨŝŶĚ�ƚŚĞ�ƐƵŵ�ŽĨ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϲ��ĞƚĞƌŵŝŶĞ�ǁŚĞƚŚĞƌ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘�/&�ƚŚĞǇ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ͕�ĨŝŶĚ�ƚŚĞŝƌ�ƐƵŵ͘

ĂͿ
൬

ͳ

ʹ݊  ͳ
െ

ͳ

ʹ݊  ͵
൰

ஶ

ୀଵ

ďͿ


ͳ

݊ሺ݊  ͳሻ

ஶ

ୀଵ

ĐͿ


ͳ

݊ଶ  Ͷ݊  ͵

ஶ

ୀଵ



/ŶƚĞŐƌĂů�dĞƐƚ

/Ĩ�݂ ŝƐ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ͕�ĐŽŶƚŝŶƵŽƵƐ͕�ĂŶĚ�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�ĨŽƌݔ�  ͳ ĂŶĚ�ܽ ൌ ݂ሺݔሻ͕�ƚŚĞŶ

ܽ

ஶ

ୀଵ

��� න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ஶ

ଵ

�ŝƚŚĞƌ�ďŽƚŚ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘
EŽƚĞ�ϭ͗�dŚŝƐ�ĚŽĞƐ�ŶŽƚ�ŵĞĂŶ�ƚŚĂƚ�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ƚŽ�ƚŚĞ�ǀĂůƵĞ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĚĞĨŝŶŝƚĞ�ŝŶƚĞŐƌĂů͘
EŽƚĞ�Ϯ͗�dŚĞ�ĨƵŶĐƚŝŽŶ�ŶĞĞĚ�ŽŶůǇ�ďĞ�ĚĞĐƌĞĂƐŝŶŐ�ĨŽƌ�Ăůůݔ�  ݇ ĨŽƌ�ƐŽŵĞ�݇  ͳ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϳ �ĞƚĞƌŵŝŶĞ�ǁŚĞƚŚĞƌ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞ�Žƌ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘
ĂͿ


݊

݊ଶ  ͳ

ஶ

ୀଵ

ďͿ


ͳ

݊ଶ  ͳ

ஶ

ୀଵ

WͲ^ĞƌŝĞƐ�dĞƐƚ
��ƐĞƌŝĞƐ�ŽĨ�ƚŚĞ�ĨŽƌŵ�


ͳ

݊
ൌ

ͳ

ͳ


ͳ

ʹ


ͳ

͵
ڮ

ͳ

݊

ஶ

ୀଵ

/Ɛ�ĐĂůůĞĚ�Ă�ƉͲƐĞƌŝĞƐ͕�ǁŚĞƌĞ�Ɖ�ŝƐ�Ă�ƉŽƐŝƚŝǀĞ�ĐŽŶƐƚĂŶƚ͘�/Ĩ� ൌ ͳ͕�ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ŝƐ�ĐĂůůĞĚ�ƚŚĞ�ŚĂƌŵŽŶŝĐ�ƐĞƌŝĞƐ͘

x /Ĩ�  ͳ ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ǁŝůů�ĚŝǀĞƌŐĞ͘
x /Ĩ�  ͳ ƚŚĞ�ƐĞƌŝĞƐ�ǁŝůů�ĐŽŶǀĞƌŐĞ͘

EŽƚĞ͗�/Ĩ�ƚŚĞ�ƉͲƐĞƌŝĞƐ�ĐŽŶǀĞƌŐĞƐ�ĂŶĚ�ƐƚĂƌƚƐ�Ăƚ�݊ ൌ ͳ͕ ǁĞ�ĐĂŶŶŽƚ�ĨŝŶĚ�ŝƚƐ�ƐƵŵ ƵƐŝŶŐ� ଵ

ିଵ
ůŝŬĞ�ǁĞ�ĐŽƵůĚ�ǁŝƚŚ�

ƉͲƐĞƌŝĞƐ�ŝŶƚĞŐƌĂůƐ͘

�ǆĂŵƉůĞ�ϴ hƐĞ�ƚŚĞ�ŶƚŚ�ƚĞƌŵ�ƚĞƐƚ�ƚŽ�ĚĞƚĞƌŵŝŶĞ�ǁŚĞƚŚĞƌ�ƚŚĞ�ĨŽůůŽǁŝŶŐ�ƐĞƌŝĞƐ�ĚŝǀĞƌŐĞ͘

ĂͿ


ͳ

݊ξ݊

ஶ

ୀଵ

ďͿ


ξ݊

݊

ஶ

ୀଵ


